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PROPRIE´TE´S RE´SIDUELLES DANS LES GROUPES
SUPERSIMPLES
FRANK WAGNER
Re´sume´. Si C est une pseudo-varie´te´, alors un groupe supersimple
re´siduellement C est nilpotent-par-poly-C.
Abstract. If C is a pseudo-variety, then a supersimple residually
C group is nilpotent-by-poly-C.
1. Introduction
Dans un article re´cent [1], Abderezak Ould Houcine montre qu’un
groupe superstable re´siduellement C pour une pseudo-varie´te´ C admet
une se´rie normale de´finissable G = G0⊲G1⊲· · ·⊲Gn telle que Gi/Gi+1 ∈
C pour i < n, et Gn est re´soluble ; si G est ω-stable, on peut choisir
Gn nilpotent. Nous e´tendons son re´sultat aux groupes supersimples, et
montrons en meˆme temps qu’on peut toujours prendre Gn nilpotent.
Rappelons qu’une classe de groupes est une pseudo-varie´te´ si elle
est close par sous-groupes, quotients et produits finis ; un groupe est
re´siduellement C si pour tout 1 6= g ∈ G il y a un sous-groupe normal
g /∈ N ⊳ G avec G/N ∈ C. Cette notion de´pend a priori fortement
du mode`le choisi est n’est pas pre´serve´e par e´quivalence e´le´mentaire.
Par contre, on voit facilement qu’elle est pre´serve´e par sous-groupe,
mais aussi par quotient par un sous-groupe normal e´quationellement
type-de´finissable :
De´finition 1. Soit G un groupe. Un sous-groupe H ≤ G est e´quatio-
nellement type-de´finissable s’il y a une collection {wi(x) : i ∈ I} de
mots avec parame`tres dans G telle que
H = {g ∈ G : wi(g) = 1 pour tout i ∈ I}.
Si a ∈ G, alors le centralisateur CG(a) est e´quationellement de´fini par
le mot wa(x) = [x, a]. Le centre Z(G) est e´quationellement type-de´fini
par la collection des mots {wa(x) : a ∈ G}. Bien sur, dans une extension
e´le´mentaire G∗, cette collection ne de´finira plus le centre Z(G∗) mais
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le centralisateur CG∗(G). Pour des conside´rations re´siduelles, qui de
toute fac¸on ne permettent pas de changer de mode`le, ceci est sans
importance.
Ould Houcine [1, Lemma 2.2(2)] a montre´ que le quotient d’un
groupe re´siduellement C par un sous-groupe normal e´quationellement
de´finissable reste re´siduellement C. La preuve reste valable pour un quo-
tient par un sous-groupe normal e´quationellement type-de´finissable.
Lemme 1. Si G est re´siduellement C et N ⊳G est re´siduellement type-
de´finissable, alors G/N est re´siduellement C.
De´monstration: Soit {wi(a¯, x) : i ∈ I} une collection de mots qui type-
de´finit N . Soit g ∈ G \N . Alors il y a i ∈ I avec wi(a¯, g) 6= 1. Comme
G est re´siduellement C il y a un morphisme surjectif ϕ : G → L avec
L ∈ C et ϕ(wi(a¯, g)) 6= 1
Supposons que ϕ(g) ∈ ϕ(N). Alors il y a g′ ∈ N avec ϕ(g) = ϕ(g′).
Or, comme g′ ∈ N on a wi(a¯, g
′) = 1, d’ou`
1 = ϕ(1) = ϕ(wi(a¯, g
′)) = wi(ϕ(a¯), ϕ(g
′))
= wi(ϕ(a¯), ϕ(g)) = ϕ(wi(a¯, g)) 6= 1,
une contradiction. Donc ϕ(g) /∈ ϕ(N).
Puisque ϕ est surjectif, ϕ(N) est normal dans L, et ϕ¯ : G/N →
L/ϕ(N) ∈ C est un morphisme avec ϕ¯(g) 6= 1. Donc G/N est re´siduelle-
ment C. 
Corollaire 2. Si G est re´siduellement C, alors G/Z(G) est re´siduelle-
ment C. 
2. Pre´liminaires sur les the´ories simples et une version
quantitative du The´ore`me des Inde´composables
Nous rassemblons ici les notations et faits concernant les groupes
(hyper-)de´finissables dans une the´orie simple. Pour les preuves, ainsi
que pour une de´finition de la simplicite´, le lecteur pourra consulter [2].
Dans cette section, on travaille dans un grand mode`le κ-sature´ et
fortement κ-homoge`ne de notre the´orie, le mode`le monstre. Tous les
parame`tres proviennent de ce mode`le, et leur nombre est strictement
infe´rieur a` κ. De meˆme, tous les uples sont de longueur strictement
infe´rieur a` κ.
Un groupe G est type-de´finissable si son domaine et sa loi sont donne´s
par un type partiel ; si G vit sur des uples de longueur fini, on voit
facilement qu’alors la loi est donne´ par une seule formule. Un sous-
groupe H ≤ G est relativement de´finissable s’il existe une formule ϕ(x)
avec H = {g ∈ G :|= ϕ(g)}.
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Rappelons d’abord quelques proprie´te´s des groupes type-de´finissab-
les. Soit donc G un groupe type-de´finissable dans une the´orie simple.
Fait 3. [2, Lemma 4.2.6] Soit Ha ≤ G un sous-groupe relativement
de´finissable avec des parame`tres a. Alors il existe un entier n tel que
pour tout a′, si Ha′ est un sous-groupe d’indice fini dans G, alors [G :
Ha′] ≤ n.
Fait 4. [2, Proposition 4.2.7] Soit H une famille type-de´finissable de
sous-groupes de G relativement de´finissables. Alors il existe un sous-
groupe N , extension finie d’une intersection finie de groupes dans H,
qui est invariant par tous les automorphismes de G qui stabilisent H et
tel que N ∩H est d’indice fini dans N pour tout H ∈ H.
Il en suit que N est relativement de´finissable avec les meˆmes pa-
rame`tres que la famille H. Enfin, si la the´orie ambiante est supersimple,
tout groupe type-de´finissable est intersection de groupes de´finissables
[2, Theorem 5.5.4].
On passe maintenant aux groupes hyperde´finissables.
De´finition 2. Un (e´le´ment) hyperimaginaire est la classe d’un uple mo-
dulo une relation d’e´quivalence type-de´finissable sur ∅. Un ensemble est
hyperde´finissable sur des parame`tres A s’il est le quotient d’un ensemble
type-de´finissable sur A par une relation d’e´quivalence type-de´finissable
sur A. Un groupe est hyperde´finissable si son domaine et le graphe de
sa loi le sont.
Remarque 5. Il est facile de voir qu’on peut se restreindre a` des
relations d’e´quivalence sur des uples de longueur de´nombrable, donne´es
par des types partiels de´nombrables sur ∅.
Jusqu’a` la fin de cette section soit G un groupe hyperde´finissable sur
des parame`tres A dans une the´orie simple.
De´finition 3. Soit B ⊇ A.
(1) Il existe un unique sous-groupe minimal hyperdefinissable sur B
d’indice < κ (et donc borne´) dans G, la composante B-connexe
note´e G0B ; elle est normale.
(2) On note SG(B) l’ensemble des types p(x) sur B qui impliquent
x ∈ G.
(3) Un type p ∈ SG(B) est ge´ne´rique si pour tout a |= p et tout
g ∈ G avec g |⌣B a on a ga |⌣AB, g. Si p(x) implique x ∈ G
0
B,
alors p est ge´ne´rique principal.
(4) Soit p ∈ SG(B), ou` B est un mode`le (ou borne´ment clos). On
pose Sp = {g ∈ G : gp∪p ne devie pas sur B} et stabG(p) = S
2
p ,
le stabilisateur de p.
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Fait 6. [2, Corollary 4.5.3 et Proposition 4.5.4] stab(p) est un groupe
hyperde´finissable sur B, et p est ge´ne´rique dans G si et seulement si
stab(p) = G0B. Dans ce cas, p · p
−1 contient tous les ge´ne´riques de G0B.
De´finition 4. Deux sous-groupes H1 et H2 hyperde´finissables de G
sont commensurables si leur intersection H1∩H2 est d’indice < κ dans
H1 et dans H2.
Remarque 7. H1 et H2 sont donc commensurables si leur intersection
est d’indice borne´ dans chaque groupe, inde´pendamment du mode`le
chosi. Si H1 et H2 sont commensurables et relativement de´finissables
dans un groupe G type-de´finissable, alors H1 ∩ H2 sera d’indice fini
dans H1 et dans H2 par compacite´.
De´finition 5. Un sous-groupe hyperde´finissable H ≤ G est locale-
ment connexe si tout conjugue´ (groupe ou mode`le-the´orique) H∗ de H
commensurable avec H est e´gal a` H .
Fait 8. [2, Corollary 4.5.16] SoitH un sous-groupe hyperde´finissable de
G. Alors il y a un unique sous-groupe Hc hyperde´finissable localement
connexe minimal commensurable avec H , sa composante localement
connexe.
Les fait suivants ne´cessitent des calculs de rang afin d’e´tablir l’exis-
tence de certains sous-groupes.
Fait 9. [2, Equation 5.1] Soit H ≤ G hyperde´finissable. Alors
SU(H) + SU(G/H) ≤ SU(G) ≤ SU(H)⊕ SU(G/H)
(Ine´galite´s de Lascar).
Fait 10. [2, Lemma 5.4.2] Soit p ∈ SG(A) pour un mode`le A, avec
SU(p) =
∑
i≤k ω
αini avec α0 > α1 > · · · > αk et n0, . . . , nk > 0. Si pour
tous a, b |= p inde´pendants SU(ab−1/A) < SU(p) + ωαk , alors (une ex-
tension non-deviante de) p est un translate´ a droite d’un type ge´ne´rique
du stabilisateur stab(p). En particulier SU(stab(p)) = SU(p).
Fait 11. [2, Proposition 5.4.3 et Remark 5.4.4] Si SU(G) = ωαn + β
avec β < ωα, alors il y a un sous-groupe normal N⊳G hyperde´finissable
sur A avec SU(N) = ωαn ; il est unique a commensurabilite´ pre`s.
Voici la version supersimple du The´ore`me des Inde´composables :
Fait 12. [2, Theorem 5.4.5 et Remark 5.4.7] Si SU(G) < ωα+1 et X
est une famille se sous-ensembles hyperde´finissables de G, alors il y
a m < ω, des ensembles X1, . . . , Xm ∈ X et un sous-groupe H ≤ G
hyperde´finissable avec H ⊆ X±11 · · ·X
±1
m , tel que SU(XH) < SU(H)+
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ωα pour tout X ⊆ 〈X〉 hyperde´finissable (et en particulier pour tout
X ∈ X. En plus, H est unique a commensurabilte´ pre`s, et on peut
le choisir invariant par tous les automorphismes qui stabilisent X, ou
X1, . . . , XM). Si tous les X ∈ X sont G-invariants, ou si X est G-
invariant, on peut choisir H normal dans G.
Nous allons raffiner ce the´ore`me en donnant une borne pour m.
Proposition 13. Soit G un groupe hyperde´finissable dans une the´orie
simple, de rang
SU(G) = ωα1n1 + · · ·+ ω
αknk
avec α1 > · · · > αk et n1, . . . , nk > 0. Soit X = X
−1 ⊆ G hy-
perde´finissable. Si le sous-groupe engendre´ par X est d’indice borne´
dans G, alors X6
n1+···+nk est ge´ne´rique dans G.
La re´ciproque est e´vidente.
De´monstration: Supposons que le sous-groupe engengre´ parX soit d’in-
dice borne´ dans G. Soit mi = 6
n1+···+ni. On montrera par re´currence
sur i que SU(Xmi) ≥ ωα1n1 + · · ·+ ω
αini.
Pour i = 0 on a m0 = 6
0 = 1 ; alors SU(X) ≥ 0 comme X est non-
vide. Supposons donc que SU(Xmi) ≥ ωα1n1 + · · · + ω
αini. Puisque
le rang ne peut pas augmenter de ωαi+1 plus que ni+1 fois, il y a m ∈
{mi, mi + 1, . . .mi+1} minimal tel que SU(X
6m) < SU(Xm) + ωαi+1.
Soit p(x) un type (eventuellement sur des parame`tres M supple´men-
taires dont on peut supposer qu’ils forment un mode`le) qui implique
x ∈ Xm avec SU(p) = ωα1n1 + · · · + ω
αini + ω
αi+1n, avec n maximal
possible. Alors pour tout a, b |= p avec a |⌣M b on a
SU(ab−1/M) ≤ SU(X2m) ≤ SU(X6m) < SU(p) + ωαi+1 .
Le fait 10 implique alors ab−1 |⌣M b et tp(a/M, b) est un translate´
a` droite d’un ge´ne´rique du stabilisateur stab(p), avec SU(stab(p)) =
SU(p).
Soit stab(p)g un conjugue´ de stab(p) par un e´le´ment g ∈ X avec
g |⌣M a, b. Alors pour a
′ |= tp(a/M, b, g) avec a |⌣M,b,g a
′ le type
tp((ab−1)(a′b−1)g/M, b, g)
est ge´ne´rique pour stab(p)stab(p)g. Mais par le choix de m on a
SU(stab(p)stab(p)g) ≤ SU(X4m+2) ≤ SU(X6m) < SU(p) + ωαi+1.
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Par les ine´galite´s de Lascar
SU(stab(p)) + SU(stab(p)/(stab(p) ∩ stab(p)g))
= SU(stab(p)g) + SU(stab(p)stab(p)g/stab(p)g)
≤ SU(stab(p)stab(p)g) < SU(stab(p)) + ωαi+1
et SU(stab(p)/(stab(p) ∩ stab(p)g)) < ωαi+1. Comme
SU(stab(p)) = SU(p) = ωα1n1 + · · ·+ ω
αini + ω
αi+1n,
les ine´galite´s de Lascar impliquent que stab(p) ∩ stab(p)g est d’indice
borne´ dans stab(p), et stab(p) est commensurable avec tous ses X-
conjugue´s. Soit N la composante localement connexe de stab(p). Alors
N est normalise´ par X , et donc par le groupe engendre´ par X . Mais
alors SU(X/N) < ωαi+1 implique SU(Xℓ/N) < ωαi+1 pour tout ℓ < ω ;
puisque Xℓ est ge´ne´rique dans G pour ℓ suffisamment grand, on a
n = ni+1. 
Le the´ore`me suivant suppose que G soit de´finissable.
The´ore`me 14. Soit G un groupe supersimple. Alors pour toute formule
ϕ(x, y) il y a une formule ϑ(y) telle que pour tout a le sous-groupe
engendre´ par ϕ(x, a) intersecte G dans un sous-groupe Ha d’indice fini
si et seulement si |= ϑ(a) ; dans ce cas, Ha est relativement de´finissable
uniforme´ment en a, et d’indice borne´ dans G.
De´monstration: Soit Xma = (ϕ(G, a)
±1)m, et Ha =
⋃
m<ωX
m
a le sous-
groupe engengre´ par ϕ(G, a). S’il y a m < ω tel que Xma soit ge´ne´rique
dans G, alors Xma · (X
m
a )
−1 = X2ma contient tous les type ge´ne´riques
principaux de G sur a d’apre`s le fait 6. Donc X4ma contient la compo-
sante connexe G0a sur a. Mais comme X
4m
a est de´finissable, un nombre
fini de translate´s de X4ma recouvrent G. En particulier Ha est d’indice
fini dans G.
Re´ciproquement, si aucun Xma n’est ge´ne´rique dans G, alors une suite
d’e´le´ments ge´ne´riques inde´pendants sur a te´moigne du fait que l’indice
de Ha dans G est infini. En particulier un nombre fini de translate´s
d’un Xma ne peut recouvrir G. La condition [G : Ha] < ω est donc
ouverte en a.
Pour tout m < ω, un produit Xma est ge´ne´rique dans G si et seule-
ment s’il a les meˆme rangs locaux stratifie´s, ce qui est une condition
ferme´e. Il nous faut donc borner le m, ce qui de´coule de la proposition
13.
Par compacite´, le fait que Xa engendre un groupe d’indice fini est
de´finissable par une formule ϑ(x) ∈ tp(a). Pour a |= ϑ il en suit que
le sous-groupe engendre´ par ϕ(G, a) est relativement de´finissable uni-
forme´ment en a, et son indice dans G est borne´. 
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3. Groupes supersimples re´siduellement C
Nous pouvons maintenant suivre le raisonnement d’Ould Houcine
pour de´montrer notre the´ore`me principal. Notons que dans cette section
G est de´finissable, et que nous resterons toujours dans le meˆme mode`le
(sauf indication au contraire). En particulier, il n’y a aucune hypothe`se
de saturation.
The´ore`me 15. Soit C une pseudo-varie´te´ et G un groupe supersimple
re´siduellement C. Alors il y a une se´rie normale de´finissable G = G0 ⊲
G1 ⊲ · · · ⊲ Gn telle que Gi/Gi+1 ∈ C pour i < n, avec Gn nilpotent.
De´monstration: Soit SU(G) = ωα · n+ β pour des ordinaux α, β et un
entier n > 0, avec β < ωα. Soit N ⊳ G un sous-groupe normal type-
de´finissable avec parame`tres dans G de rang SU(N) ≥ ωα minimal.
Alors SU(N) = ωα · k avec 0 < k < ω d’apre`s le fait 11. Puisque N
est une intersection de groupes de´finissables, la supersimplicite´ nous
donne un sur-groupe de´finissable N1 de meˆme rang (e´ventuellement
sur des parame`tres dans une extension e´le´mentaire) ; d’apre`s le fait 4
applique´e a` la famille des conjugue´s (groupe- et mode`le-the´oriques) de
N1 il existe un N2 ⊳ G commensurable avec N1 et de´finissable sur les
meˆmes parame`tres que N . En bref, on peut supposer que N est normal
et de´finissable avec parame`tres dans G.
Pour g ∈ G \ {1} soit Ng ⊳ G avec g /∈ Ng telle que G/Ng ∈ C, et
pour g¯ ∈ G \ {1} fini soit Ng¯ =
⋂
g∈g¯ Ng. Donc G/Ng¯ ∈ C puisque
C est une pseudo-varie´te´. Nous conside´rons les sous-groupes normaux
[N,Ng¯] ≤ N∩Ng¯ pour g¯ ∈ G. D’apre`s le the´ore`me des inde´composables
il existe pour tout g¯ ∈ G fini des e´le´me´nts n1, . . . , nm ∈ Ng¯ telle que
(n−11 n
N
1 )
±1 · · · (n−1m n
N
m)
±1 contienne un sous-groupe normal Kg¯⊳G type-
de´finissable avec parame`tres dans G avec SU(n−1nN/Kg¯) < ω
α pour
tout n ∈ Ng¯.
Si on trouve g¯ ∈ G \ {1} tel que SU(Kg¯) < ω
α · k, alors SU(Kg¯) <
ωα par minimalite´ de k. Donc SU(n−1nN) < ωα pour tout n ∈ Ng¯,
d’ou` SU(N/CN (n)) < ω
α, et CN(n) est d’indice fini dans N pour tout
n ∈ Ng¯ par les ine´galite´s de Lascar. Alors
Ng¯ ≤ C˜G(N) = {g ∈ G : [N : CN(g)] < ω},
le centralisateur approximatif de N dans G. Donc G/C˜G(N) est un
quotient d’un e´le´ment dans C, et est ainsi lui-meˆme dans C. Notons
que C˜G(N) est de´finissable, puisque l’indice de CN(g) dans N est borne´
d’apre`s le fait 3.
Sinon, pour tout g¯ ∈ G\{1} il existe n ∈ Ng¯ telle que SU(n
−1nN) ≥
ωα. Alors le sous-groupe normal H engendre´ par n−1nN contient un
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sous-groupe normal type-de´finissable de G de rang au moins ωα d’apre`s
le the´ore`me des inde´composables ; par minimalite´ de SU(N) et le fait
que H ≤ N ce rang doit eˆtre ωα ·k, et H est uniforme´ment de´finissable
en n et d’indice borne´ dans N par le the´ore`me 14. Comme H ≤
[N,Ng¯] ≤ N , le groupe [N,Ng¯] lui aussi est uniforme´ment de´finissable
et d’indice borne´ dans N . Mais si [N,Ng¯] 6= 1, conside´rons un g ∈
[N,Ng¯] \ {1}. Alors [N,Ngg¯] est un sous-groupe propre de [N,Ng¯] ;
comme l’indice reste borne´, cette chaˆıne doit terminer, une contradic-
tion. Ce deuxie`me cas est donc impossible, et G/C˜G(N) ∈ C.
Si SU(C˜G(N)) < SU(G) on termine par re´currence sur SU(G). Si-
non C˜G(N) est d’indice fini dans G, et il y a g ∈ G et n ∈ N ge´ne´riques
et inde´pendants avec [g, n] = 1. Mais alors CG(n) contient g et est d’in-
dice fini dans G, ce qui implique que C˜N(G) contient n et est d’indice
fini dans N . On remplace alors G par C˜G(N) et N par C˜G(N)∩C˜N (G),
des sous-groupes de´finissables normaux d’indices finis.
Soient n ∈ N et g ∈ G ; comme g ∈ C˜G(N) on a [g, n] ∈ acl(g), et
puisque n ∈ C˜N(G) on a [g, n] ∈ acl(n). D’ou`
[n, g] ∈ acl(n) ∩ acl(g) = acl(∅),
et l’ensemble X = {[g, n] : g ∈ G, n ∈ N} de commutateurs est fini par
compacite´. Comme [G : CG(x)] est borne´ pour tout x ∈ X ⊆ C˜N(G),
G1 =
⋂
x∈X
CG(x) = CG(X) = CG([G,N ])
est d’indice fini dans G, avec N1 := N ∩ G1 d’indice fini dans N et
contenu dans Z2(G1), les deux e´tant normaux et de´finissables avec pa-
rame`tres dans G.
Or, G/G1 ∈ C d’apres le lemme 1 puisque c’est un groupe fini, et
G1/Z2(G1) est re´siduellement C d’apre`s le corollaire 2. Enfin, comme
N1 ≤ Z2(G1) et SU(N1) = SU(N) ≥ ω
α, on a SU(G1/Z2(G1)) <
SU(G1). Puisque l’image re´ciproque d’un sous-groupe nilpotent de
G1/Z2(G1) est toujours nilpotent, on termine par re´currence. 
Remarque 16. Notons que si N est normal dans G, alors par le fait 4 il
existe un sous-groupe caracte´ristique N0 deG qui est une extension finie
d’une intersection finie de conjugue´s de N par des automorphismes.
Comme C est une pseudo-varie´te´ on peut donc successivement prendre
tous les Gi normaux pas seulement dans leur pre´decesseur, mais dans
G.
Corollaire 17. Un groupe supersimple re´siduellement fini est virtuel-
lement nilpotent. Un groupe supersimple re´siduellement re´soluble est
re´soluble. 
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